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1 Wstep

W referacie tym przedstawiamy wyniki uzyskane przez Andrzeja Ehrenfeuchta i An-
drzeja Mostowskiego i zaprezentowane w [EM].

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

A= (A,...)—model

=—-eclementarna réwnowaznosé¢ modeli

& —izomorfizm modeli

Fm(L)—zbior formut jezyka £

2 Podstawowe pojecia i twierdzenia logiki

Definicja 1. A bedziemy nazywadé elementarnym podsystemem B, jedli
i. ACB

ii. dla dowolnej formuty «(z1,...,z,) oraz dla dowolnych a1, ..., a, € A zachodzi:
A E alay, ..., a,] wtedy i tylko wtedy, gdy B = afa, .. ., ap].

Twierdzenie 1. (Kryterium Tarskiego—Vaughta) Niech A - podsystem B. Jesli
dla dowolnej formuty «, wartoSciowania p oraz zmiennej x mamy, ze B = 3z a[p]
implikuje, Ze istnieje a € A takie, ze B |= alp(a/x)], to A jest elementarnym podsys-
temem B.

Dowdd. Indukcja wzgledem budowy formuty a.

Gdy « jest formuta atomowa—rutyna.

Kroki spéjnikéw—rutyna.

Krok kwantyfikatora 3. Niech a = a(x, 1, ..., x,). Zal6zmy na poczatek, ze A = Iz
alal, ..., ay). Stad istnieje a € A takie, ze A = ala/x, a1, ..., ay]. Z zalozenia induk-
cyjnego: A = ala/z, a1, ..., a,] wtedy i tylko wtedy, gdy B = afa/x, a1, ..., a,]. Za-
tem B | 3z aay, ..., a,] (Swiadek a). Na odwrét: zatozmy, ze B = Iz afay, ..., ay).
Z zalozen kryterium mamy, ze istnieje a € A takie, ze B = afa,aq,...,a,]. Zatem
na mocy zalozenia indukcyjnego: A | ala,aq,...,ay] O

Definicja 2. Niech @ = «(z,x1,...,2,) bedzie formula jezyka £ oraz A—mode-
lem, z,z1,...,2, € FV(a). Okreslamy funkcje Skolema fo, : A" — A jako
funkcje wyboru dla rodziny {P,,  a, @ a; € A}, gdzie Py, 4, = {a € A: A |=
ala/x,a1/z1,. .. an/xy]}

n

Fakt 1. Jesli A =3z afar,...,an], to A = affaz(ar,...,an)/x,a1,. .., a5)].



Definicja 3. Domknieciem Skolema X C A (ozn. X*) nazywamy najmniejszy
podzbiér A zamkniety na wszystkie funkcje Skolema.

Stwierdzenie 1. Dla dowolnego zbioru X C A jego domkniecie Skolema X jest
elementarnym podsystemem A.

Dowdd. Najpierw pokazemy, ze X* jest podsystemem systemu A. State naleza do
domkniecia Skolema (wystarczy rozwazy¢ formuly postaci: & = ¢ dla c¢—stala).
Ponadto X* jest zamkniety na operacje (rozwazamy formuty x = f(z1,...,z,) dla
f - symbolu relacyjnego).

Aby pokazaé, ze jest to podsystem elementarny, stosujemy kryterium Tarskiego—
Vaughta. Jesli A E 3z afay, ..., a,], gdzie ai,...,a, € X*, to istnieje a € X* takie,
ze A = ala/x,a1,. .., ay), mianowicie: a = fo z(a1,...,an). O

Definicja 4. Powiemy, ze teoria T w jezyku L jest ma wbudowane funkcje Skolema,
jesli dla dowolnej formulty ¥ = 3z ¢(x1,...,x,), gdzie z1, ..., x, wszystkie zmienne
wolne formuly ¢, istnieje term ty(y1,...,yn) jezyka L taki, ze:

T l_ Vy17 e 7yn(¢(y17 e 7yTL) - @(tw(yh e 7yn)7y17 e 7yn))

Mozemy wiec powiedzie¢, ze teoria ma wbudowane funkcje Skolema wtedy i tylko
wtedy, gdy sg one definiowalne w jej jezyku.

Definicja 5. Niech dane beda typy: 7 = (11,72,73) oraz 0 = (01,09,03). Typ T
nazwiemy reduktem typu o, jesli funkcje o; sa rozszerzeniami funkeji 7.

Niech A bedzie systemem typu o. Odrzucajac relacje, funkcje i elementy wyréznione
nie objete typem 7 otrzymujemy system bedacy reduktem systemu A .

Niech £ bedzie jezykiem typu o. Odrzucajac symbole relacyjne i funkcyjne oraz oraz
state nie objete typem 7 otrzymujemy jezyk bedacy reduktem jezyka L .

3 Twierdzenie Ramsey’a

Twierdzenie 2. (Ramsey, wersja nieskonczona) Niech S bedzie zbiorem oraz
n € N. Niech ponadto P, (S)—zbior wszystkich n-elementowych podzbioréw zbioru
S. Woweczas jesli Pp(S) = A1 U Ay (suma roztgezna), to istnieje Sy taki, Ze albo
Pn(SO) C Al, albo Pn(S()) C Ay.

Dowdd. Dowédd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na n.

Gdy n = 1, twierdzenie sprowadza sie do faktu, ze jesli Aj, As stanowia podzial
zbioru nieskoriczonego, to jeden z nich musi by¢ nieskoriczony.

Zatozmy wiec, ze twierdzenie zachodzi dla n < r. Pokazemy, ze zachodzi réwniez
dla n = r+ 1. Ustalmy so € S iniech Y = 5\ {so}. Podzial P,yi(S5) = A1 U As
indukuje podziat P.(Y) = A} U A,. Mianowicie, niech X € P,(Y), wowczas:

XeA & XU{s}eA.

7 zalozenia indukcyjnego istnieje nieskoniczony Y7 C Y taki, ze kazdy r-elementowy
podzbior Yy nalezy do ustalonego A.. Bez straty ogolnosci zadania mozemy zaktadac,
ze jest to A]. Zatem dowolny (r + 1)-elementowy podzbior S, do ktoérego nalezy sg
oraz r elementéw z Y7 nalezy do Aj.

Wybierzmy teraz s; € Y;. Powtarzajac poprzednie rozumowanie, mamy, ze istnieje
taki nieskoriczony Y, C Y7, ze dowolny (r + 1)-elementowy podzbior S, do ktorego
nalezy s1 oraz r elementoéw z Yo nalezy do pewnego ustalonego A;.

Powtarzajac ten argument w razy, otrzymujemy zbior {sg,si, so,...}. Rozwazmy
teraz jego (r+41)-elementowy podzbior {s;,, si,, ..., si,,, }, gdzie iy <ip < ... <ipyq.



To, do ktorego elementu podziatu P,41(S) = A1 U Ay on nalezy, zalezy wytacznie
od i1. Zatem znajdziemy nieskoriczenie wiele wartosci iy, ze s;, nalezg do jednego z
elementéw podziatu.

O

Przedstawiony tu dowdd twierdzenia Ramsey’a jest pewna modyfikacja dowodu z
[ChK]. Alternatywny, korzystajacy z lematu Koniga, dowod mozna znalezé w [LM].

4 Twierdzenie Ehrenfeuchta - Mostowskiego

Definicja 6. Niech A bedzie modelem dla £ oraz niech X C A bedzie podzbiorem
liniowo uporzadkowanym przez <. Powiemy, ze X jest zbiorem elementéw nierozroz-
nialnych w A, jedli dla dowolnegon € Norazx1 < 2o < ... < apiyr <y2 < ... < Yn,
gdzie x;,y; € X zachodzi (A, x1,...,2n) = (A, y1,...,Yn).

Intuicyjnie, uzyte w powyzszej definicji stowo 'nierozréznialne’ oznacza, ze ciagoéw
T < ... <xpi1y < ...< yp nie jestedmy w stanie odrdézni¢ za pomocy zadnej
formuly logiki 1 rzedu postaci ¢(vy,...,v,) W L.

Stwierdzenie 2. Niech (X, <) bedzie liniowo uporzgdkowanym podzbiorem A. Jesli
dla dowolnych dwich ciggow: x1 < 22 < ... < xp t Y1 < Yo < ... < Yy elementiw
X istnieje automorfizm f : A — A taki, ze f(x;) =y; dlai=1,2,...,n, to X jest
zbiorem elementdéw nierozrdznialnych.

Dowdd. Istotnie, mamy, ze f : (A, z1,...,2,) = (A, y1,...,yn), czyli (A, z1,...,2p)
(A y1,...,9n), co koriczy dowod. O

Podajmy kilka przyktadéw zbioré6w elementéw nierozréznialnych:

1. A—cialo algebraicznie domkniete, X—zbiér elementéw liniowo niezaleznych.
2. A—grupa wolna, X—zbiér generatordw.

3. A—zbiér liczb wymiernych Q z porzadkiem liniowym, X = A.

4. A—atomowa algebra Boole’a, X—zbior atoméw.

5. A—zbior z relacja réwnowaznodci, X—jedna z klas abstrakcji.

6. A—zbi6r wielomianéw o wspdtczynnikach w ustalonym pierécieniu R, X —zbiér
zmiennych.

Stwierdzenie 3. Niech L' = L U {¢, : n € N} oraz niech T bedzie teorig w
jezyku L majgeq model nieskoniczony. Woéwezas teoria T' = T U {p(ciy,. .., ¢i,) <
o(Cjyencyy) U1, ) € Fm(L),n € Nyip < ... < ip,j1 < ... < jn} U
{—ci =¢; 11 # j} jest niesprzeczna.

Dowdd. Niech A bedzie nieskoriczonym modelem T oraz niech I C A bedzie przeliczal-
nym podzbiorem dobrze uporzadkowanym przez <. Niech zatem ig < ¢; < ... beda
wszystkimi elementami I. Udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat 1. Przy powyzszych zatozeniach, jesli A C T’ jest skoriczony, to istnieje
nieskoriczony podzbior Jan C I, ze dla dowolnego nieskoriczonego podzbioru {jo, j1, ...}
C Ja dobrze uporzadkowanego przez < rozszerzenie (A, jo, J1,...) jest modelem dla

A.



Dowdd. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem liczby zdan w A. Zalézmy
wiec, ze teza lematu zachodzi dla pewnego skoriczonego A C T” i niech p(v1, ..., vpn)
bedzie formuty jezyka L. Definiujemy podziat P,,(Ja) = A1 U As nastepujaco:

Al={x1 <x9< ... <y :m; € In, A E [z, ... 20|}

A ={x1 <29 < ... < Ty : ; € In, A |E—p[z1, ... 20|}

7 twierdzenia Ramsey’a mamy, ze istnieje nieskoriczony zbiéor K C Ja taki, ze
Pm(K) C Ay lub P, (K) C Az. Niech teraz kg < k1 < ... bedzie nieskoriczo-
nym podzbiorem K. Mamy, ze (A, ko, k1,...) |E @(Csyy---yCs,) < ©(Ctyye-vyChyy)
dla 1 < s2 < ... < sy ity <ty < ... < ty,. Ponadto (A, kg, ki,...) speknia
wszystkie zdania z A, co koriczy dowdd indukeyjny. O

Na mocy udowodnionego wtagnie lematu oraz twierdzenia o zwartosci otrzymu-
jemy teze. ]

Twierdzenie 3. Niech T bedzie teorig w jezyku L z nieskoniczonymi modelami oraz
niech (X, <) bedzie liniowym porzgdkiem. Wowczas istnieje model A teorii T taki,
ze X C A oraz X jest zbiorem elementow nierozréznialnych w A.

Dowdd. Niech £/ = LU{c, : v € X}orazT' = TU{p(cq,, ... Cz,) < @(Cyrs---5Cy,) -
ei,...,vp) € Fm(L),n € N1 < ... < zp,y1 < ... < YptU{7cz = ¢y : a0 #
y;x,y € X}. Poniewaz dowolny skoriczony podzbiér X moze by¢ zanurzony (z za-
chowaniem porzadku) w (w, <), zatem na mocy Stwierdzenia 3 mamy, ze T jest
niesprzecznym zbiorem zdan w L. Niech A’ - model dla T’ oraz niech A bedzie
obcieciem modelu A’ do £. Woéwczas A jest modelem dla T. Bez straty ogolnosci
zadania mozemy utozsamic stale ¢, z elementami x € X. Z definicji teorii 7" wynika,
ze dla dowolnej formuty ¢(vi,...,v,) € Fm(L) oraz elementow z1 < ... < zy, i
y1 < ... <1yp zbioru X zachodzi:

AEoplx,...,zn] © AEQlyr,. .., Y]

Zatem (A x1,...,2n) = (A,y1,...,Yn), czyli X jest zbiorem elementéw nierozroz-
nialnych w A. O

Twierdzenie 4. Niech A bedzie modelem teorii T z wbudowanymsi funkcjami Skolema
oraz X C A bedzie zbiorem elementéw nierozréznialnych. Wdowczas kazda bijekcja
f X — X zachowujgca porzadek rozszerza sie jednoznacznie do automorfizmu
modelu X*.

Dowdd. T ma wbudowane funkcje Skolema, zatem dowolny element y € X™* zostatl
otrzymany za pomoca termu t(vi,...,v,) z Z1,...,2, € X. Bez straty ogélnosci
mozemy zalozyé, ze wszystkimi zmiennymi wolnymi termu ¢ sa vy, ..., v, oraz, ze
1 < ...<Zpiy=tx1,...,z,]. Takie przedstawienie bedziemy nazywaé standar-
dowgq reprezentacja y w X*.

Niech y = t[z1,...,x,] bedzie standardowa reprezentacja oraz niech f : X — X
bedzie bijekcja zachowujaca porzadek (automorfizmem porzadkowym). Zdefiniujemy
rozszerzenie f do automorfizmu modeli f : X* — X*. Zadajemy je wzorem:

fy) =tlf(@1), ..., flan)] (1)

Nalezy zatem pokazaé, ze:
1. f jest dobrze okreslone.

2. f jest automorfizmem.



3. f jest jedynym rozszerzeniem f o zadanych wlasnosciach.

Mamy wiec:
Ad. 1. Rozwazmy inng standardowsg reprezentacje y = t'[z1,..., 2z, Niech u; <
... < u bedzie porzadkiem na zbiorze {x1,...,Zn,21,...,2m}. Wowczas rownosé
tlz1, ..., zn] = t'[21,. .., 2m] Mozna zapisaé za pomoca formuty ¢ jako X* = pluq, ..., ).

Z zatozenia X* |= ¢[f(u1), ..., f(w)]. Stad t[f(x1),..., f(an)] =[f(21),..., f(zm)]
w X*, a zatem definicja jest niezalezna od wyboru standardowej reprezentacji.

Ad. 2. Fakt, ze f jest bijekcja oraz f spetnia odpowiednie réwnoéci na symbo-
lach funkcyjnych i statych wynika bezposrednio z (1). Wystarczy zatem udowodnié,
ze f(X*) jest elementarnym podsystemem X*. Rozwazmy formule: o(vi,...,v;)
jezyka L taka, ze f(X*) | oY1, ..., y). Dla kazdego z y; (i = 1,2,...,1) wezmy
jego standardowsa reprezentacje, dang przez term ¢; i podzbiér zbioru zmiennych
1 < ...< Zp. Poniewaz T ma whudowane funkcje Skolema, zatem istnieje formuta
Y taka, ze:

F(X*) Eelyr,. .,y whedy i tylko wtedy, gdy X* = ¢[z1,..., zn).

Ad. 3. Pozostawiamy Czytelnikowi w charakterze prostego ¢wiczenia. O

Whiosek 1. Jesli teoria T ma modele nieskoriczone, to dla dowolnego liniowo uporzgd-
kowanego liniowo zbioru X istnieje taki model Ay teorii T, ze Aut((X, <)) C Aut(Ap).

Dowdéd. Zacznijmy od wprowadzenia kilku oznaczeni. Dla danego jezyka L przez L*
bedziemy oznacza¢ najmniejsze rozszerzenie jezyka L, ze ma on wbudowane funkcje
Skolema (a zatem umieszczenie odpowiednich symboli wsrod symboli funkcyjnych).
Niech teraz A bedzie modelem dla jezyka L. Rozszerzeniem Skolema A bedziemy
nazywac taki model A*| ze jesli ¢ = 3z p(xxq,...,x,) jest formuty jezyka L£* (przy
czym i, ...,%, - wszystie zmienne wolne w ¢) oraz yi, ..., Yy, nie wystepuja w 1,
to A E=EVyr, .y (1, yn) — Sp(fw,x(yla ceYn)YLs - Yn))-

Niech A bedzie nieskoriczonym modelem dla T w jezyku £. Definiujemy teorie T”: jej
twierdzeniami sg wszystkie zdania jezyka £*U{c, : a € A} prawdziwe w (A*, a)qeq.
Oczywiscie, na mocy powyzszej definicji 7/ ma wbudowane funkcje Skolema, a jej
nieskonczonym modelem jest (A* a)qeca. Niech teraz X bedzie zbiorem elementow
nierozréznialnych w X*, ktore jest modelem dla T7. Woéwczas redukt X* do jezyka L
jest elementarnym rozszerzeniem A (tzn. A jest elementarnym podsystemem reduktu
X*). Przyjmujemy Ay = redukt X*. O]
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