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1 Wst¦p

W referacie tym przedstawiamy wyniki uzyskane przez Andrzeja Ehrenfeuchta i An-
drzeja Mostowskiego i zaprezentowane w [EM].
Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia:
A = 〈A, . . .〉�model
≡�elementarna równowa»no±¢ modeli
∼=�izomor�zm modeli
Fm(L)�zbiór formuª j¦zyka L

2 Podstawowe poj¦cia i twierdzenia logiki

De�nicja 1. A b¦dziemy nazywa¢ elementarnym podsystemem B, je±li

i. A ⊂ B

ii. dla dowolnej formuªy α(x1, . . . , xn) oraz dla dowolnych a1, . . . , an ∈ A zachodzi:
A |= α[a1, . . . , an] wtedy i tylko wtedy, gdy B |= α[a1, . . . , an].

Twierdzenie 1. (Kryterium Tarskiego�Vaughta) Niech A - podsystem B. Je±li
dla dowolnej formuªy α, warto±ciowania p oraz zmiennej x mamy, »e B |= ∃x α[p]
implikuje, »e istnieje a ∈ A takie, »e B |= α[p(a/x)], to A jest elementarnym podsys-

temem B.

Dowód. Indukcja wzgl¦dem budowy formuªy α.
Gdy α jest formuª¡ atomow¡�rutyna.
Kroki spójników�rutyna.
Krok kwanty�katora ∃. Niech α = α(x, x1, . . . , xn). Zaªó»my na pocz¡tek, »e A |= ∃x
α[a1, . . . , an]. St¡d istnieje a ∈ A takie, »e A |= α[a/x, a1, . . . , an]. Z zaªo»enia induk-
cyjnego: A |= α[a/x, a1, . . . , an] wtedy i tylko wtedy, gdy B |= α[a/x, a1, . . . , an]. Za-
tem B |= ∃x α[a1, . . . , an] (±wiadek a). Na odwrót: zaªó»my, »e B |= ∃x α[a1, . . . , an].
Z zaªo»e« kryterium mamy, »e istnieje a ∈ A takie, »e B |= α[a, a1, . . . , an]. Zatem
na mocy zaªo»enia indukcyjnego: A |= α[a, a1, . . . , an]

De�nicja 2. Niech α = α(x, x1, . . . , xn) b¦dzie formuª¡ j¦zyka L oraz A�mode-
lem, x, x1, . . . , xn ∈ FV (α). Okre±lamy funkcj¦ Skolema fα,x : An → A jako
funkcj¦ wyboru dla rodziny {Pa1,...,an : ai ∈ A}, gdzie Pa1,...,an = {a ∈ A : A |=
α[a/x, a1/x1, . . . , an/xn]}.

Fakt 1. Je±li A |= ∃x α[a1, . . . , an], to A |= α[fα,x(a1, . . . , an)/x, a1, . . . , an].
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De�nicja 3. Domkni¦ciem Skolema X ⊂ A (ozn. X∗) nazywamy najmniejszy
podzbiór A zamkni¦ty na wszystkie funkcje Skolema.

Stwierdzenie 1. Dla dowolnego zbioru X ⊂ A jego domkni¦cie Skolema X∗ jest

elementarnym podsystemem A.

Dowód. Najpierw poka»emy, »e X∗ jest podsystemem systemu A. Staªe nale»¡ do
domkni¦cia Skolema (wystarczy rozwa»y¢ formuªy postaci: x = c dla c�staªa).
Ponadto X∗ jest zamkni¦ty na operacje (rozwa»amy formuªy x = f(x1, . . . , xn) dla
f - symbolu relacyjnego).
Aby pokaza¢, »e jest to podsystem elementarny, stosujemy kryterium Tarskiego�
Vaughta. Je±li A |= ∃x α[a1, . . . , an], gdzie a1, . . . , an ∈ X∗, to istnieje a ∈ X∗ takie,
»e A |= α[a/x, a1, . . . , an], mianowicie: a = fα,x(a1, . . . , an).

De�nicja 4. Powiemy, »e teoria T w j¦zyku L jest ma wbudowane funkcje Skolema,
je±li dla dowolnej formuªy ψ = ∃x ϕ(x1, . . . , xn), gdzie x1, . . . , xn wszystkie zmienne
wolne formuªy ϕ, istnieje term tψ(y1, . . . , yn) j¦zyka L taki, »e:

T ` ∀y1, . . . , yn(ψ(y1, . . . , yn)→ ϕ(tψ(y1, . . . , yn), y1, . . . , yn)).

Mo»emy wi¦c powiedzie¢, »e teoria ma wbudowane funkcje Skolema wtedy i tylko
wtedy, gdy s¡ one de�niowalne w jej j¦zyku.

De�nicja 5. Niech dane b¦d¡ typy: τ = 〈τ1, τ2, τ3〉 oraz σ = 〈σ1, σ2, σ3〉. Typ τ
nazwiemy reduktem typu σ, je±li funkcje σi s¡ rozszerzeniami funkcji τi.
Niech A b¦dzie systemem typu σ. Odrzucaj¡c relacje, funkcje i elementy wyró»nione
nie obj¦te typem τ otrzymujemy system b¦d¡cy reduktem systemu A .
Niech L b¦dzie j¦zykiem typu σ. Odrzucaj¡c symbole relacyjne i funkcyjne oraz oraz
staªe nie obj¦te typem τ otrzymujemy j¦zyk b¦d¡cy reduktem j¦zyka L .

3 Twierdzenie Ramsey'a

Twierdzenie 2. (Ramsey, wersja niesko«czona) Niech S b¦dzie zbiorem oraz

n ∈ N. Niech ponadto Pn(S)�zbiór wszystkich n-elementowych podzbiorów zbioru

S. Wówczas je±li Pn(S) = A1 ∪ A2 (suma rozª¡czna), to istnieje S0 taki, »e albo

Pn(S0) ⊂ A1, albo Pn(S0) ⊂ A1.

Dowód. Dowód przeprowadzimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na n.
Gdy n = 1, twierdzenie sprowadza si¦ do faktu, »e je±li A1, A2 stanowi¡ podziaª
zbioru niesko«czonego, to jeden z nich musi by¢ niesko«czony.
Zaªó»my wi¦c, »e twierdzenie zachodzi dla n ≤ r. Poka»emy, »e zachodzi równie»
dla n = r + 1. Ustalmy s0 ∈ S i niech Y = S \ {s0}. Podziaª Pr+1(S) = A1 ∪ A2

indukuje podziaª Pr(Y ) = A′1 ∪A′2. Mianowicie, niech X ∈ Pr(Y ), wówczas:

X ∈ A′i ⇔ X ∪ {s0} ∈ Ai.

Z zaªo»enia indukcyjnego istnieje niesko«czony Y1 ⊂ Y taki, »e ka»dy r-elementowy
podzbiór Y1 nale»y do ustalonego A

′
i. Bez straty ogólno±ci zadania mo»emy zakªada¢,

»e jest to A′1. Zatem dowolny (r + 1)-elementowy podzbiór S, do którego nale»y s0

oraz r elementów z Y1 nale»y do A1.
Wybierzmy teraz s1 ∈ Y1. Powtarzaj¡c poprzednie rozumowanie, mamy, »e istnieje
taki niesko«czony Y2 ⊂ Y1, »e dowolny (r + 1)-elementowy podzbiór S, do którego
nale»y s1 oraz r elementów z Y2 nale»y do pewnego ustalonego Ai.
Powtarzaj¡c ten argument ω razy, otrzymujemy zbiór {s0, s1, s2, . . .}. Rozwa»my
teraz jego (r+1)-elementowy podzbiór {si1 , si2 , . . . , sir+1}, gdzie i1 < i2 < . . . < ir+1.
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To, do którego elementu podziaªu Pr+1(S) = A1 ∪ A2 on nale»y, zale»y wyª¡cznie
od i1. Zatem znajdziemy niesko«czenie wiele warto±ci ik, »e sik nale»¡ do jednego z
elementów podziaªu.

Przedstawiony tu dowód twierdzenia Ramsey'a jest pewn¡ mody�kacj¡ dowodu z
[ChK]. Alternatywny, korzystaj¡cy z lematu Königa, dowód mo»na znale¹¢ w [LM].

4 Twierdzenie Ehrenfeuchta - Mostowskiego

De�nicja 6. Niech A b¦dzie modelem dla L oraz niech X ⊂ A b¦dzie podzbiorem
liniowo uporz¡dkowanym przez <. Powiemy, »e X jest zbiorem elementów nierozró»-

nialnych w A, je±li dla dowolnego n ∈ N oraz x1 < x2 < . . . < xn i y1 < y2 < . . . < yn,
gdzie xi, yi ∈ X zachodzi (A, x1, . . . , xn) ≡ (A, y1, . . . , yn).

Intuicyjnie, u»yte w powy»szej de�nicji sªowo 'nierozró»nialne' oznacza, »e ci¡gów
x1 < . . . < xn i y1 < . . . < yn nie jeste±my w stanie odró»ni¢ za pomoc¡ »adnej
formuªy logiki 1 rz¦du postaci ϕ(v1, . . . , vn) w L.

Stwierdzenie 2. Niech 〈X,<〉 b¦dzie liniowo uporz¡dkowanym podzbiorem A. Je±li

dla dowolnych dwóch ci¡gów: x1 < x2 < . . . < xn i y1 < y2 < . . . < yn elementów

X istnieje automor�zm f : A → A taki, »e f(xi) = yi dla i = 1, 2, . . . , n, to X jest

zbiorem elementów nierozró»nialnych.

Dowód. Istotnie, mamy, »e f : (A, x1, . . . , xn) ∼= (A, y1, . . . , yn), czyli (A, x1, . . . , xn) ≡
(A, y1, . . . , yn), co ko«czy dowód.

Podajmy kilka przykªadów zbiorów elementów nierozró»nialnych:

1. A�ciaªo algebraicznie domkni¦te, X�zbiór elementów liniowo niezale»nych.

2. A�grupa wolna, X�zbiór generatorów.

3. A�zbiór liczb wymiernych Q z porz¡dkiem liniowym, X = A.

4. A�atomowa algebra Boole'a, X�zbiór atomów.

5. A�zbiór z relacj¡ równowa»no±ci, X�jedna z klas abstrakcji.

6. A�zbiór wielomianów o wspóªczynnikach w ustalonym pier±cieniuR,X�zbiór
zmiennych.

Stwierdzenie 3. Niech L′ = L ∪ {cn : n ∈ N} oraz niech T b¦dzie teori¡ w

j¦zyku L maj¡c¡ model niesko«czony. Wówczas teoria T ′ = T ∪ {ϕ(ci1 , . . . , cin) ↔
ϕ(cj1 , . . . , cjn) : ϕ(v1, . . . , vn) ∈ Fm(L), n ∈ N, i1 < . . . < in, j1 < . . . < jn} ∪
{¬ci = cj : i 6= j} jest niesprzeczna.

Dowód. Niech A b¦dzie niesko«czonymmodelem T oraz niech I ⊂ A b¦dzie przeliczal-
nym podzbiorem dobrze uporz¡dkowanym przez <. Niech zatem i0 < i1 < . . . b¦d¡
wszystkimi elementami I. Udowodnimy nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 1. Przy powy»szych zaªo»eniach, je±li ∆ ⊂ T ′ jest sko«czony, to istnieje

niesko«czony podzbiór J∆ ⊂ I, »e dla dowolnego niesko«czonego podzbioru {j0, j1, . . .}
⊂ J∆ dobrze uporz¡dkowanego przez < rozszerzenie (A, j0, j1, . . .) jest modelem dla

∆.
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Dowód. Dowód przeprowadzimy przez indukcj¦ wzgl¦dem liczby zda« w ∆. Zaªó»my
wi¦c, »e teza lematu zachodzi dla pewnego sko«czonego ∆ ⊂ T ′ i niech ϕ(v1, . . . , vm)
b¦dzie formuª¡ j¦zyka L. De�niujemy podziaª Pm(J∆) = A1 ∪A2 nast¦puj¡co:

A1 = {x1 < x2 < . . . < xm : xi ∈ J∆,A |= ϕ[x1, . . . , xm]}

A2 = {x1 < x2 < . . . < xm : xi ∈ J∆,A |= ¬ϕ[x1, . . . , xm]}

Z twierdzenia Ramsey'a mamy, »e istnieje niesko«czony zbiór K ⊂ J∆ taki, »e
Pm(K) ⊂ A1 lub Pm(K) ⊂ A2. Niech teraz k0 < k1 < . . . b¦dzie niesko«czo-
nym podzbiorem K. Mamy, »e (A, k0, k1, . . .) |= ϕ(cs1 , . . . , csm) ↔ ϕ(ct1 , . . . , ctm)
dla s1 < s2 < . . . < sm i t1 < t2 < . . . < tm. Ponadto (A, k0, k1, . . .) speªnia
wszystkie zdania z ∆, co ko«czy dowód indukcyjny.

Na mocy udowodnionego wªa±nie lematu oraz twierdzenia o zwarto±ci otrzymu-
jemy tez¦.

Twierdzenie 3. Niech T b¦dzie teori¡ w j¦zyku L z niesko«czonymi modelami oraz

niech 〈X,<〉 b¦dzie liniowym porz¡dkiem. Wówczas istnieje model A teorii T taki,

»e X ⊂ A oraz X jest zbiorem elementów nierozró»nialnych w A.

Dowód. Niech L′ = L∪{cx : x ∈ X} oraz T ′ = T∪{ϕ(cx1 , . . . , cxn)↔ ϕ(cy1 , . . . , cyn) :
ϕ(v1, . . . , vn) ∈ Fm(L), n ∈ N, x1 < . . . < xn, y1 < . . . < yn} ∪ {¬cx = cy : x 6=
y;x, y ∈ X}. Poniewa» dowolny sko«czony podzbiór X mo»e by¢ zanurzony (z za-
chowaniem porz¡dku) w 〈ω,<〉, zatem na mocy Stwierdzenia 3 mamy, »e T ′ jest
niesprzecznym zbiorem zda« w L′. Niech A′ - model dla T ′ oraz niech A b¦dzie
obci¦ciem modelu A′ do L. Wówczas A jest modelem dla T . Bez straty ogólno±ci
zadania mo»emy uto»sami¢ staªe cx z elementami x ∈ X. Z de�nicji teorii T ′ wynika,
»e dla dowolnej formuªy ϕ(v1, . . . , vn) ∈ Fm(L) oraz elementów x1 < . . . < xn i
y1 < . . . < yn zbioru X zachodzi:

A |= ϕ[x1, . . . , xn]⇔ A |= ϕ[y1, . . . , yn]

Zatem (A, x1, . . . , xn) ≡ (A, y1, . . . , yn), czyli X jest zbiorem elementów nierozró»-
nialnych w A.

Twierdzenie 4. Niech A b¦dzie modelem teorii T z wbudowanymi funkcjami Skolema

oraz X ⊂ A b¦dzie zbiorem elementów nierozró»nialnych. Wówczas ka»da bijekcja

f : X → X zachowuj¡ca porz¡dek rozszerza si¦ jednoznacznie do automor�zmu

modelu X∗.

Dowód. T ma wbudowane funkcje Skolema, zatem dowolny element y ∈ X∗ zostaª
otrzymany za pomoc¡ termu t(v1, . . . , vn) z x1, . . . , xn ∈ X. Bez straty ogólno±ci
mo»emy zaªo»y¢, »e wszystkimi zmiennymi wolnymi termu t s¡ v1, . . . , vn oraz, »e
x1 < . . . < xn i y = t[x1, . . . , xn]. Takie przedstawienie b¦dziemy nazywa¢ standar-

dow¡ reprezentacj¡ y w X∗.
Niech y = t[x1, . . . , xn] b¦dzie standardow¡ reprezentacj¡ oraz niech f : X → X
b¦dzie bijekcj¡ zachowuj¡c¡ porz¡dek (automor�zmem porz¡dkowym). Zde�niujemy
rozszerzenie f do automor�zmu modeli f̃ : X∗ → X∗. Zadajemy je wzorem:

f̃(y) = t[f(x1), . . . , f(xn)] (1)

Nale»y zatem pokaza¢, »e:

1. f̃ jest dobrze okre±lone.

2. f̃ jest automor�zmem.
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3. f̃ jest jedynym rozszerzeniem f o zadanych wªasno±ciach.

Mamy wi¦c:
Ad. 1. Rozwa»my inn¡ standardow¡ reprezentacj¦ y = t′[z1, . . . , zm]. Niech u1 <
. . . < ul b¦dzie porz¡dkiem na zbiorze {x1, . . . , xn, z1, . . . , zm}. Wówczas równo±¢
t[x1, . . . , xn] = t′[z1, . . . , zm] mo»na zapisa¢ za pomoc¡ formuªy ϕ jakoX∗ |= ϕ[u1, . . . , ul].
Z zaªo»eniaX∗ |= ϕ[f(u1), . . . , f(ul)]. St¡d t[f(x1), . . . , f(xn)] = t′[f(z1), . . . , f(zm)]
w X∗, a zatem de�nicja jest niezale»na od wyboru standardowej reprezentacji.
Ad. 2. Fakt, »e f̃ jest bijekcj¡ oraz f̃ speªnia odpowiednie równo±ci na symbo-
lach funkcyjnych i staªych wynika bezpo±rednio z (1). Wystarczy zatem udowodni¢,
»e f̃(X∗) jest elementarnym podsystemem X∗. Rozwa»my formuª¦: ϕ(v1, . . . , vl)
j¦zyka L tak¡, »e f̃(X∗) |= ϕ[y1, . . . , yl]. Dla ka»dego z yi (i = 1, 2, . . . , l) we¹my
jego standardow¡ reprezentacj¦, dan¡ przez term ti i podzbiór zbioru zmiennych
x1 < . . . < xn. Poniewa» T ma wbudowane funkcje Skolema, zatem istnieje formuªa
ψ taka, »e:

f̃(X∗) |= ϕ[y1, . . . , yl] wtedy i tylko wtedy, gdy X∗ |= ψ[x1, . . . , xn].

Ad. 3. Pozostawiamy Czytelnikowi w charakterze prostego ¢wiczenia.

Wniosek 1. Je±li teoria T ma modele niesko«czone, to dla dowolnego liniowo uporz¡d-

kowanego liniowo zbioru X istnieje taki model A0 teorii T , »e Aut(〈X,<〉) ⊂ Aut(A0).

Dowód. Zacznijmy od wprowadzenia kilku oznacze«. Dla danego j¦zyka L przez L∗
b¦dziemy oznacza¢ najmniejsze rozszerzenie j¦zyka L, »e ma on wbudowane funkcje
Skolema (a zatem umieszczenie odpowiednich symboli w±ród symboli funkcyjnych).
Niech teraz A b¦dzie modelem dla j¦zyka L. Rozszerzeniem Skolema A b¦dziemy
nazywa¢ taki model A∗, »e je±li ψ = ∃x ϕ(xx1, . . . , xn) jest formuª¡ j¦zyka L∗ (przy
czym x1, . . . , xn - wszystie zmienne wolne w ϕ) oraz y1, . . . , yn nie wyst¦puj¡ w ψ,
to A |= ∀y1, . . . , yn(ψ(y1, . . . , yn)→ ϕ(fψ,x(y1, . . . , yn)y1, . . . , yn)).
Niech A b¦dzie niesko«czonym modelem dla T w j¦zyku L. De�niujemy teori¦ T ′: jej
twierdzeniami s¡ wszystkie zdania j¦zyka L∗ ∪ {ca : a ∈ A} prawdziwe w (A∗, a)a∈A.
Oczywi±cie, na mocy powy»szej de�nicji T ′ ma wbudowane funkcje Skolema, a jej
niesko«czonym modelem jest (A∗, a)a∈A. Niech teraz X b¦dzie zbiorem elementów
nierozró»nialnych w X∗, które jest modelem dla T ′. Wówczas redukt X∗ do j¦zyka L
jest elementarnym rozszerzeniem A (tzn. A jest elementarnym podsystemem reduktu
X∗). Przyjmujemy A0 = redukt X∗.
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